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Die vorliegende Theorie der im Allgemeinen nicht analytischen Ringfläche 

vierter Ordnung enthält wesentlich eine vollständige Diskussion der Umrisse dieser 
Fläche aus den verchiedenen Punkten des Raumes. Die übrigens leichter zugäng
lichen und wenigstens für die algebraischen Flächen auch mehr diskutierten ebenen 
Schnitte habe ich nur soweit angegeben, als sie für die Bestimmung der Umrisse 
nützlich sind. Soviel mir bekannt, ist das kleine hier im Angriff genommene 
Problem selbst für den Kugelring nicht vollständig gelöst, und der Formenreichtum 
ist nicht ohne Interesse. Die Bestimmung jedes Umrisses für sich habe ich mög
lichst independent zu führen versucht, also auch so, dass irgendwie kompliziertere 
Grenzprozesse vermieden sind.

24*



Eine Ringfläche ensteht durch Drehung eines Ovales um eine das Oval nicht 
schneidende aber in seiner Ebene liegende Achse. Ist das Oval beliebig, kann die 
Ordnung der Fläche beliebig hoch werden. Hier wollen wir uns ausschliesslich 
an Ringflächen vierter Ordnung halten. Es ist leicht die Bedingung dafür anzugeben, 
dass dies der Fall wird. Erstens kann eine die Achse schneidende oder eine auf 
die Achse senkrecht stehende Gerade höchstens vier Punchte mit der Fläche gemein 
haben. Um die Schnittpunkte der Fläche mit einer Geraden l beliebiger Lage zu 
bestimmen, drehe man l um die Achse a. Dadurch entsteht ein Hyperboloid, dessen 
Meridianschnitt (Z) das Oval a in ebenso vielen Punkten schneidet, als l mit der Fläche 
gemein hat. Damit die Fläche vierter Ordnung wird, ist es also hinreichend und 
nothwendig, dass das Oval in höchstens vier Punkten von jeder Hyperbel geschnitten 
wird, das seine Querachse auf der festen Geraden a hat. Die Fläche ist also jeden
falls vierter Ordnung, wenn a ein elliptisch gekrümmtes Oval ist. Diese Bedingung 
ist hinreichend, aber nicht nothwendig.

Wir wollen nun erst den folgenden Satz aufstellen.
Eine Ringfläche vierter Ordnung ist auch vierter Klasse.
Die durch eine Gerade Z gehenden berührenden Ebenen sind nämlich die 

gemeinsam berührenden Ebenen der Fläche und desjenigen Hyperboloids, das durch 
die Drehung von Z um die Achse a erzeugt wird. Der Satz folgt deshalb aus dem 
bekannten, dass zwei Kurven zweiter Ordnung, welche 0, 2 oder 4 Punkte mit ein
ander gemein haben, höchstens vier Tangenten mit einander gemein haben können.

Wir wollen aber noch des Folgenden wenig untersuchen, wie viele berührende 
Ebenen durch Z gehen, wenn Z seine verschiedene Lagen in Bezug auf die Fläche 
einnimt.

Schneidet Z die Achse a, dann gehen durch Z 4, 2 oder keine berührende 
Ebenen, jenachdem Z ausserhalb zwei, einer oder auch keiner der Kegelflächen liegt, 
welche die Fläche aus dem Punkt (al) projicieren. Stehl Z senkrecht auf der Achse, 
dann gehen durch Z 4 oder 2 berührende Ebenen, jenachdem der Schnittpunkt 
von Z mit derjenigen Meridianebene, die auf Z senkrecht ist, ausserhalb beider 
oder nur ausserhalb eines der in dieser Ebene liegenden Ovalen liegt. Schneidet Z 
noch die Achse, dann gehen durch Z 4 berührende Ebenen.
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Sehneidet I die Fläche in vier Punkten, dann haben « und die Hyperbel (Z) 
vier Punkte mit einander gemein; einem bekannten Satze zufolge müssen sie dann 
entweder vier oder auch keine Tangenten mit einander gemein haben. Man sieht 
aber leicht, dass sie in diesem Fall vier Tangenten mit einander gemein haben. 
Nehmen wir nämlich an, dass a und (Z) keine Tangente mit einander gemein haben; 
dann würde jede Tangente an a zwei Punkte mit (Z) gemein haben, weil dies mit 
einer Tangente, deren Berührungspunkt einem Schnittpunkt von « und (Z) nahe 
liegt, der Fall ist. Ebenso sieht man, dass jede Tangente an (Z) zwei Punkte mit 
a gemein haben würde. Es wäre also a (Z) eine Kurve, welche mit jeder ihrer 
Tangenten vier Punkte gemein hat — der Berührungspunkt zweimal gerechnet. 
Deshalb würde jede Gerade wenigstens zwei Punkte mit a (0 gemein haben. 
Weil aber die Axe a keine Punkte mit a -j- (Z) gemein hat, müssen also a und (Z) 
Tangenten mit einander gemein haben.

Schneidet Z die Fläche in zwei Punkten, dann haben a und (Z) zwei Schnitt
punkte und deshalb auch zwei Tangenten mit einander gemein.

Hat endlich Z keinen Punkt mit der Fläche gemein, dann haben auch a und 
(Z) keinen Punkt mit einander gemein, und haben deshalb entweder keine oder 
auch vier Tangenten mit einander gemein. Wir können uns bestimmter ausdrücken, 
wenn man die zwei Kreise, die parabolischen Kreise und tt2, in Betracht 
zieht, längs welchen die Fläche von zwei Ebenen berührt wird. Die Punkte der 
Kreise sind die parabolischen Punkte der Fläche, und sie trennen die „hyper
bolischen“ Punkte der Fläche von den „elliptischen“. Jenachdem die Schnittpunkte 
dieser Ebenen mit Z beide ausserhalb æ1 und ~2, oder beide innerhalb 7^ und zr2 
liegen — und nur diese Fälle sind hier möglich — liegt « beziehungsweise ausser
halb oder innerhalb (Z). Man hat also zusammenfassend :

Durch eine Gerade, welche die Fläche entweder in vier oder (2) 
auch in zwei Punkten schneidet, gehen beziehungsweise vier oder 
auch zwei berührende Ebenen. Durch eine Gerade Z, welche die 
Fläche nicht schneidet, geht keine berührende Ebene, wenn ihre 
Schnittpunkte mit de n Eben en der parabolischen Kreise beide inner
halb dieser Kreise liegen; sonst vier.

Wir bemerken besonders, dass wenn Z eine Hauptlangente der Fläche ist 
(die mit derselben drei konsekutive Punkte gemein hat), dann durch Z eine und nur 
eine ausserhalb Z berührende Ebene geht (auch nicht zwei zusammenfallende).

Die Ebenen, welche die Fläche in mehreren Punkten berühren, lassen sich 
leicht bestimmen, weil die Fläche eine Umdrehungsfläche ist. Man erhält theils 
die Ebenen der parabolischen Kreise, theils die berührenden Ebenen einer mit der 
Fläche koaxialen Umdrehungskegelfläche. Diese möge das erzeugende Oval a in 
R und Rv und die Fläche in den Kreisen p und p} berühren.

Um nun unsere Bingfläche sicher als Elementarfläche auffassen zu können, 
haben wir den Ort der Berührungspunkte der vierpunktig berührenden Tangenten 
zu suchen. Wir thun dies derart, dass wir erst die doppelberührenden Tangenten 
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untersuchen, und danach die zwei Berührungspunkte einer solchen Tangente zu
sammenfallen lassen.

Wenn wir im folgenden von Hyperbeln sprechen, werden wir, wenn nicht 
anders ausdrücklich gesagt wird, darunter immer Hyperbeln verstehen, deren trans
verse Achsen auf a liegen.

Er kommt nun darauf an Hyperbeln zu untersuchen, die mit a doppelte Berüh
rung haben. Er ist erstens ersichtlich, dass eine Hyperbel das Oval a nicht in

zwei Punkten berühren 
kann, die auf der kon
vexen Seite der Fläche 
liegen, also auf dem 
Bogen ARB und nicht 
auf dem Bogen AUB 
(s. Fig. 1); wir nennen 
den ersten Bogen (AB)], 
den zweiten (ABu). Ist 
nun P ein beliebiger 
Punkt von (AB),, wird 
eine Hyperbel, welche 
a in P berührt und 
durch einen beliebigen 
Punkt M von a gebt, 
noch einen und nur 
einen Punkt mit a 
gemein haben. Liegt P 
fest, ist die Beziehung 
(AfMJ überall stetig- 
und gegenseitig ein
deutig. Wir benützen 
noch den folgenden un
mittelbar ersichtlichen 
(und übrigens leicht be
weisbaren) Hilfs atz:

Sind A, B und C 
drei Punkte des einen
Zweiges einer Hyperbel 

mit a als transverse Achse, dann haben die drei Geradenstücke AA0, BB0, CCQ, 
welche von den Winkelspitzen des Dreiecks ABC senkrecht auf a gehen, keinen 
Punkt mit den bzw. gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks gemein. Diese Bedin
gung ist umgekehrt dafür hinreichend, dass A, B und C demselben Zweig einer 
Hyperbel mit a als transverse Achse angehören, wenn man noch weiss, dass die 
drei Punkt auf derselben Seite von a liegen.
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Es sei 7\ der zweite Schnittpunkt von « mit einer durch P gehenden und auf 
a senkrechten Geraden; in diesem Punkt fallen offenbar die zwei oben genannten 
Punkte M und zusammen. Bewegt M sich auf a in einem bestimmten Sinn von 
I\ aus, dann wird sich auch in einem bestimmten Sinn bewegen, weil die 
Beziehung gegenseitig eindeutig ist, und zwar dem oben genannten Hilfsatz 
zufolge in dem entgegensetzten von Af. Es fallen demnach M und Af1 noch ein
mal und nur einmal in einem Punkt Q von a zusammen. Hierbei haben wir aber 
noch nicht hinreichend benutzt, dass a die transverse Achse sein soll. Liegt P in 
dem der Achse a nächsten Punkt von a, dann ist offenbar a die transverse Achse 
einer in P berührenden Hyperbel. Wählt man P in R, dann muss Q in R} fallen, 
indem die Hyperbel in zwei Gerade zerfällt. Überschreitet aber P den Punkt R, 
dann wird die Hyperbel in den anderen Asymptotenwinkelraum übergehen, und 
a wird Brennpunktsachse. P und Q müssen demnach beide auf dem Bogen RSRl 
fallen (siehe Fig. 1). Wir haben also bewiesen:

In jedem Punkt P auf dem durch die Kreise /> und begrenzten (3) 

unkonvexen Teil der Fläche, giebt es zwei Tangenten, die in noch 
einem anderen Punkt Q berühren.

Wenn P in R liegt, dann fallen die zwei genannten Tangenten in eine zu
sammen.

Ein Berührungspunkt eines Doppeltangente mit der Fläche kann also nur auf 
dem eben bezeichneten Flächentheil liegen.

Man erinnere nun, dass die Beziehung (P, Q) auch stetig und gegenseitig eindeutig 
ist. Befindet P sich in dem früher genannten Punkt R (siehe Fig. 1), muss Q sich in 
R1 befinden, denn die Tangenten in R und R} bilden eine spezielle Hyperbel mit 
a als transverse Achse. Geht P von R nach Rv in einem bestimmten Sinn, muss 
Q von Pj aus auch in einen bestimmten Sinn gehen. Kommt P in R, muss Q in 
R fallen. Es bewegen sich desshalb P und Q in entgegengesetzten Sinn, und sie 
müssen einmal in einem Punkt S des Bogens RRA und -auf dem konvexen Theil der 
Fläche zusammenfallen. Man hat also:

Der Ort der Berührungspunkte der vierpunktig b e r ü h r e n d e n (4) 
Tangenten der Fläche ist ein und nur ein P ara 11 el kreis.

Dieser Kreis in Verbindung mit den parabolischen Kreisen und Tig zerlegt 
die Fläche in eine endlichen Zahl von Stücken, und die Fläche ist deshalb eine 
Elementarfläche. *)

Es ist nun im folgenden unsere Hauptaufgabe theils die verschiedenen ebenen 
Schnitte theils die Umrisse der Fläche aus den verschiedenen Punkten des Raumes 
hinreichend zu charakterisieren. Wir werden jedoch das Hauptgewicht auf die 
Umrisse legen, indem diese schon für den gewöhnlichen Kugelring, soviel ich weiss 
nicht eingehend bestimmt worden sind.

Wir können gleich bemerken, dass jede ebene Schnittkurve eine Symmetrieachse

x) Siehe: Über Elementarflächen, Jahresber. d. deutschen Math. Vereinig. Bd. 22. S. 345 (1913). 
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Hier

Ord-

’) Einen anderen Beweis findet inan in „Nyt Tidsskrift f. Mathematik“ Bd. 20, S. 41, 1909: „Note 
om en ikke analytisk Omdrejningsflade“.

Die Kurve hat also zwei Zweige, und keine von diesen hat 
Spitzen, Inflexionspunkte oder Doppelpunkte; sie ist also aus zwei 
Ovalen zusammengesetzt.1)

Wenn P auf dem Bogen RSRt liegt, dann hat die Schnittkurve 
wie im ersten Fall einen und nur einen Doppelpunkt. Die ganz 
im Endlichem liegende Kurve kann auch nicht zerfallen, weil zwei 
paare Kurven einen paare Zahl von Punkten mit einander gemein 
haben müssen. Der Unterschied ist nur der, dass infolge Satz (3) 
aus P zwei Tangenten gehen, welche ausserhalb P berühren. Eine 
einzügige Kurve vierster Ordnung ohne Spitzen und mit einem und 
nur einem Doppelpunkt zweiter Art ist aber vollständig bestimmt
Doppeltangenten und zwei Inflexionspunkte. Die Form einer solchen Kurve findet 
sich in Fig. 3.

und jeder umschriebener Kegel eine Symmetrieebene haben muss; er folgt dies dar
aus, dass die Fläche eine Umdrehungsfläche ist.

Wir wollen nun erst die Schnittkurve der Fläche mit einer ihr berührenden 
Ebene untersuchen; ein Schnitt ist nur vorhanden, wenn der Berührungspunkt P 
auf der unkonvexen Seite der Fläche liegt.

Nehmen wir erst P auf dem kleineren Bogen AR oder BR1 (siehe Fig. 1), 
wobei die Endpunkte nicht mitzurechnen sind. Es ist P dann ein Doppelpunkt der 

Kurve und infolge (4) ein solcher, aus dem keine ausserhalb 
P berührende Tangente geht, nach unserer Terminologie also 
ein Doppeltpunkl erster Art. Hätte die Kurve mehrere Zweige, 
dann müsste sie noch einen Doppelpunkt haben (denn sie 
liegt ganz im Endlichen), was aber nicht der Fall ist. Die 
Kurve ist also einzügig und hat einen und nur einen Doppel
punkt erster Art. Die Form ist dadurch vollständig bestimmt 
(siehe Fig. 2).

Nehmen wir nun den Berührungspunkt in R. 
haben wir den Satz:

(5) Jede doppel berührende Ebene einer Ringfläche vierter 
nun g schneidet dieselbe in zwei Ovalen.

Die Schnittkurve hat zwei und nur zwei Doppelpunkte R und R' und 
Spitzen. Sie hat aber auch keine Wendetangenien. Eine solche kann nämlich nur 
kommen, wenn in der Schnittebene p. eine Haupttangente t der Fläche zu finden 
ist. Durch diese Gerade würde dann zwei (zusammenfallende) berührende Ebenen 
gehen, welche in den ausserhalb t liegenden Punkten R und R' berühren würden, 
was infolge des Satzes 1 unannehmbar ist (siehe Seite 5). Die Kurve kann ferner 
nicht einzügig sein. Durch R und R' gehen nämlich keine Gerade, welche die 
Schnittkurve ausserhalb R und R' berühren, und eine Kurve vierter Ordnung ohne 
Spitzen und mit einer paaren Zahl von Doppelpunkten erster Art existiert nicht.

und hat zwei
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Es muss besonders bemerkt werden, dass wenn P in S fällt, dann die Tan
genten in P zugleich die Wendetangenten der Schnittkurve sind.

Es hat keine Schwierigkeiten weitergehend alle ebene Schnittkurven der Fläche 
der Form nach zu bestimmen. Wir wollen aber dies nicht durchführen und uns 
an die Umrisse halten. Zuerst wollen wir untersuchen, ob bei den Umrissen In
flexionspunkte auftreten können.

Es sei P ein Punkt, aus dem die Fläche auf eine Ebene projiciert wird; den 
Umriss bezeichnen wir mit co. Durch P lege man eine auf a senkrechte Ebene zr, 
deren Spur in der Bildebene die Gerade / seien möge. Wird nun die Fläche nicht 
von ti geschnitten oder liegt P innerhalb beider Kreise, in denen die Fläche von 
7T geschnitten wird, dann gehen durch jede in ~ liegende und P enthaltende Gerade p 
vier berührende Ebenen. Es gehen also in diesem Fall durch jeden Punkt von l 
vier Tangenten an co, und es kann also l weder von co noch von einer Wende
tangente von co geschnitten werden, d. h. w hat keine Inflexionspunkte.

Wenn aber 7t die Fläche in zwei getrennten Kreisen schneidet, und liegt P nicht 
innerhalb beider Kreise, dann gehen durch eine der eben genannten Geraden p 
entweder zwei oder vier berührende Ebenen; der Übergang von zwei zu vier kann 
aber nur in den die Fläche berührenden Geraden p geschehen. Eine Änderung in 
der Zahl der Tangenten, welche durch einen Punkt von l gehen, tritt also nur ein 
in den Schnittpunkten von l mit d. h. co hat auch in diesem Fall keine Inflexions
punkte.

Diese Schlüsse bleiben gültig gleichviel ob P ein Punkt der Fläche ist, oder nicht.
Es ist noch der Fall co zu berücksichtigen, dass die Ebene zr die Fläche längs 

einer der parabolischen Kreise zq oder 7te berührt. Dann ist, wenn P ausserhalb 
der Kreise liegt, l eine Doppeltangente von &>, während sie, wenn P innerhalb 7tr 
oder zr2 liegt, eine isolierte Gerade von co wird. In beiden Fällen zeigen die obigen 
Schlüsse, dass co keine Inflexionspunkte haben kann. Es stellt sich aber anders, 
wenn hier P auf der Fläche liegt z. B. in zrr Es gehen zwar auch in diesem Fall 
durch jede Gerade p äusser der doppel zu rechnenden Ebene von ztj noch zwei 
berührende Ebenen, aber die Spur l von rt ist selbst eine Tangente an co, und 
zwar, wie wir sehen werden, eine Wendetangente, deren Berührungspunkt T die 
Spur der in P berührenden Tangente i an 7t1 ist. Es sei nämlich p eine durch P 
gehende in tt1 liegende von t verschiedene Gerade. Durch diese gehen, wie 
schon gesagt, äusser zrx noch zwei berührende Ebenen. Betrachten wir aber zwei 
Gerade p' und p", welche beide durch P gehen, beide p nahe liegen, welche aber 
in einer durch p gehenden nicht tt1 enthaltenden Ebene „im kleinen“ durch p 
getrennt sind. Von diesen Geraden schneidet die eine z. B. p' die Fläche in vier 
Punkten, während die andere p" in zwei Punkten schneidet. Durch p’ gehen also 
vier berührende Ebenen, während durch p" nur zwei solche Ebenen gehen. Aber 
betrachten wir weiter zwei Gerade t' und t", welche beide durch P gehen, beide t 
nahe liegen, aber in einer durch t gehenden zrx nicht enthaltenden Ebene „im 
kleinen“ durch t getrennt sinn. Diese Gerade schneiden beide die Fläche in zwei 

25D. K. D. Vidensk. Selsk. Ski-., naturvidensk. og mathem. Afd., 8. Række. I. 4.
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Punkten, und es gehen ¡also durch beide Gerade auch zwei berührende Ebenen. 
Also muss i eine Wendetangente von co sein, denn überschneidet in der Ebene von 
to ein Punkt M diese Gerade in dem Punkt T, dann bleibt die Zahl der durch M 
gehenden Tangenten an w unverändert, findet aber die Überschreitung von M über 
t in einem beliebigen anderen Punkt von t Statt, dann ändert sich dieselbe Zahl 
um zwei. Durch diese Angaben wird eben eine Wendelangente charakterisiert.

Man hat also:
(6) Der Umriss einer Ringfläche vierter Ordnung aus einem Punkt 

P hat im Allgemeinen keine Wendetangente; eine solche findet sich 
nur, wenn P in einem parabolischen Punkt der Fläche liegt.

Ehe wir weiter gehen, wollen wir noch ein Paar Hilfsätze aufstellen.
(7) Eine Kurve vierter Klasse ohne Inflexionspunkte oder Doppel

punkte kann nicht in zwei Zweige vierter Klasse zerfallen.
Nehmen wir nämlich an, die Kurve Zerfälle in co' und co", welche alle vierter 

Ordnung sind. Weil co' ■— und ebenso co" — keine Doppelpunkte oder Inflexions
punkte hat, zerlegt sie ihre Ebene in zwei Gebiete; aus den Punkten des einen 
Gebietes geben zwei, aus denen des anderen Gebietes vier Tangenten an co'. Es sei 
nun M ein Punkt aus dem zwei Tangenten an co' und desshalb auch zwei an co" 
geben. Von M aus kann man einen Weg finden, der in einem Punkt P' von co" 
endigt, ohne co" überschritten zu haben — oder umgekehrt. Durch einen Punkt 
auf der Verlängerung des Weges über P' hinaus würden dann mehr denn vier 
Tangenten an co’ 4- co" gehen.

Die gegebenen Umstände verhindern selbstverständlich nicht, dass die Kurve 
zerlegbar ist. Sie kann möglicherweise in zwei Ovale, in ein Oval und eine Kurve 
vierter Klasse oder auch in zwei Kurven dritter Klasse zerfallen.

Ferner hat man:
(8) Eine Kurve vierter Klasse mit mehr denn eine Doppel tan gente 

kann nicht in zwei Z w e i g e dritter Klasse zerfallen.
Es zerfalle co in zwei Zwreige dritter Klasse co' und co"', diese Zweige haben 

wenigstens eine Tangente t mit einander gemein. Aus dem Schnittpunkt von t mit 
einer anderen Doppeltangente von a> würden mehr denn vier Tangenten an co gehen.

Wir werden im folgenden zuerst die Umrisse aus einem auf der Fläche 
liegenden Augenpunkt untersuchen.

Erst woollen wir die Spitzen eines solchen Umrisses direkt bestimmen; diese 
sind die Spuren der durch P gehenden aber nicht in P berührenden Haupttangenten. 
Dreht man diese um die Gerade a als Achse, sieht man, dass es darauf ankommt 
diejenigen Hyperbel — hier wie immer im Folgenden mil a als transverse Achse 
— zu bestimmen, welche durch P gehen und in einem im Allgemeinen von P 
verschiedenen Punkt Berührung zweiter Ordnung mit dem durch P gehenden 
Meridianoval « haben.

Wir müssen aber erst eine einfachere Aufgabe lösen, nämlich diejenigen Hyperbel 
bestimmen, welche durch zwei Punkte P und N von a gehen und dieselbe noch 
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in einem im Allgemeinen von P und N verschiedenen Punkt Q berühren; es muss 
selbstverständlich Q auf dem nicht konvexen Theil der Fläche liegen. Bei dieser 
Aufgabe müssen wir vor allem den Seite 6 genannten Hilfsatz erinnern, der die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafür giebt, dass drei Punkte einem und 
demselben Zweig der Hyperbel angehören, denn das muss für P, N und Q der 
Fall sein. Aber es ist noch die Möglichkeit in Betracht zu ziehen, dass zwei der 
drei Punkte in einer auf a senkrechten Geraden liegen; in dem Fall muss aber die 
Hyperbel in zwei auf a senkrechte Gerade zerfallen.

Um nun unsere vorläufige Aufgabe zu lösen, legen wir durch zwei feste Punkte 
P und N und einen veränderlichen Punkt M von a eine Hyperbel. Diese schneidet 
noch a in einem Punkt AT, und die Abhängigkeit M—M' ist stetig, 
gegenseitig eindeutig und involulorisch. Schneiden die durch P und N 
gehenden auf a senkrechten Gerade die Kurve a bzw. nochmals in Pr 
und A\, dann haben wir in Pt und Nj zwei einander entsprechende 
Punkte M und M'. Liegen nun erstens P und N beide auf der kon
vexen Seite der Fläche, dann müssen dem genannten Hilfsatz zufolge 
M und M' beide auf dem A nicht enthaltenden Bogen P}NX liegen, und 
wenn auf diesem Bogen M von Px nach N, läuft, muss M' von nach 
P1 laufen. M und M' fallen also einmal und nur einmal in einem 
Bogens P1Nl zusammen. (Fig. 4).

?

In beiden 
weder auf dem Bogen iV.A oder auf dem Bogen liegt. Der Fall 
P oder iV in einem der Punkte A oder ß liegt, macht ersichtlich 
keinen Unterschied in dem Resultat. (Fig. 6).

Wir müssen aber noch den Sonderfall betrachten, wo P und 
N beide in einer und derselben auf a senkrechten Geraden liegen. 
Hier hat man nämlich zwei zerfallene Hyperbeln als Lösungen, welche 
beide die Gerade PN enthalten und ausserdem noch entweder die 
eine oder die andere, der auf a senkrechten Tangenten von a. Des 
folgendes wegen machen wir noch darauf aufmerksam, dass wenn

Liegen P und N beide auf der nicht konvexen Seite der Fläche, 
dann muss aus demselben Grunde M von P} über P nach N, laufen, 
und M' von Nr über N nach P1. Hier findet also auch ein und nur 
ein Zusammenfallen von M und M' statt. (Fig. 5).

Liegt endlich P auf der nicht konvexen, N auf der konvexen 
Seite der Fläche, dann muss M von PL ausgehend entweder den Bogen 
P}APNr und gleichzeitig M' den Bogen N1J>AP1 durchlaufen, oder 
auch M den Bogen P1BPNl und M' gleichzeitig den Bogen N1PBP1.

Fällen findet man einen und nur einen Zusammenfallspunkt Q, der ent- 
wo entweder

P auf dem nicht konvexen Theil der Fläche liegend festgehalten wird, während AT 
gegen P1 konvergiert, dann Q dem oben gesagten zufolge nach A oder auch nach 
B konvergiert, jenachdem N ehe erreicht wird, sich mit B oder mit A auf der
selben Seite von PPi befindet. Wird dagegen iV auf dem konvexen Theil der 

25*
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Fläche liegend festgehalten, während P nach iVt konvergiert, dann konvergiert Q 
nach A oder nach B, jenachdem P mit A oder mit B auf derselben Seite von 
sich befindet.

Wir haben also gefunden:
(9) Durch zwei beliebige Para 11 el kreise einer Ringfläche vierter 

Ordnung, deren Ebenen nicht zusammenfallen, geht immer ein und 
nur ein koaxiales Hyperboloid, das die Fläche in einem im All
gemeinen von den erstgenannten verschiedenen Kreis berührt.

Wir können nun leicht die durch einen Flächenpunkt P gehenden Haupt
tangenten bestimmen. Wir nehmen erst P auf dem konvexen Theil der Fläche, 
und es sei a das durch P gehende Oval. Eine durch P gehende und auf a senk
rechte Gerade schneide a nochmals in P Legen wir nun durch P und einen 
Punkt iV von a die a in einem neuen Punkt () berührende Hyperbel, dann ist die 
Beziehung A7—Q im Allgemeinen gegenseitig eindeutig; nur wenn N in Pt fällt, kann Q 
entweder in A oder in B fallen. Dem oben gesagten zufolge, wird aber, wenn N von 
P1 ausgehend auf dem unkonvexen Theil nach A geht, der entsprechende Punkt 
Q von A ausgehen und im entgegengesetzten Sinn von Ar. Q und N fallen also 
einmal und nur einmal auf dem genannten Bogen P{A zusammen. Ebenso findet 
sich auch ein und nur ein Zusammenfallspunkt T von A7 und () auf dem Bogen 
P1B (siehe Fig. 4). Durch P gehen also zwei Hyperbel, welche drei zusammen
fallende (im Allgemeinen von P verschiedene) Punkte mit a gemein haben.

Nehmen wir nun P auf dem unkonvexen Theil der Fläche und bestimmen 
PY wie oben. Die Beziehung N—Q (mit denselben Bezeichnungen) ist wieder 
gegenseitig eindeutig, wenn nicht A7 in Pt gewählt wird. Lauft aber hier N von 
P1 nach A (auf dem konvexen Theil), dann wird Q von B aus über P nach A 
laufen, und wenn N in P} gelangt ist, dann wird Q in B fallen. Es fallen deshalb 
Q und N nur einmal zusammen, und es giebt nur eine durch P gehende Hyperbel, 
die mit a drei zusammenfallende im Allgemeinen von P verschiedene Punkte 
gemein hat.

Dasselbe gilt, wie leicht zu sehen, auch, wenn P in A oder in B liegt.
Erinnern wir uns nun, dass durch jeden Punkt eines Hyperboloids zwei 

Gerade der Fläche gehen, hat man:
(10) Durch jeden hyperbolischen oder parabolischen Punkt P der 

Ring fläche gehen zwei Haupttangenten, welche im Allgemeinen 
ausserhalb P berühren. Durch jeden elliptischen Punkt gehen aber 
vier solche Haupttangenten.

Es väre leicht die Zusammenfallspunkte von Q und T zu suchen, und dadurch 
den Satz (4) aufs neue zu beweisen; wir lassen aber dies aus.

Indem wir nun endlich zu den Umrissen übergehen, betrachten wir erst den 
Fall, dass der Augenpunkt P in einem elliptischen Punkt der Fläche liegt. Projiciert 
man auf eine Ebene tt, die der in P berührenden Ebene parallel ist, dann gehen 
infolge (1) aus jedem unendlich fernen Punkt von - zwei Tangenten an den Um-
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in

ist aber ersichtlich, 
kann. Der Umriss

in einer Kurve x, 
zweiten Fall gehen 
Hieraus folgt, dass 
senkrechte Doppel-

AR, oder auf dem 
dieser Beziehung

oh P auf dem Bogen 
sich selbstverständlich 
RyS wie RS. In dem

fernen Punkt wenigstens vier Tangenten gehen. Der 
also einzügig und hat cl = 0, e — 4, 1 = 2, w = 0. 
des Umrisses ist dadurch vollständig bestimmt; siehe

riss oj; diese muss deshalb ganz im Endlichen liegen. Sie hat ferner zwei Doppel
tangenten t = 2, keine Wendetangenten w = 0, und keine Doppelpunkte, das 
letztere weil die Fläche vierter Ordnung ist. Aus den Hilfsätzen 
(7) und (8) folgt ferner, dass a> nicht in zwei Zweige vierter oder dritter 
Klasse zerfallen kann. Sie kann aber auch nicht in zwei Ovale 
oder in eine aus einem Oval und einer Kurve vierter Klasse zu
sammengesetzte Kurve zerfallen, denn an co würden dann aus einem 
unendlich 
Umriss ist 
Die Form 
Fig. 7.

Nehmen wir jetzt P in einem hyperbolischen Punkt der Fläche.
auf eine auf a senkrechte Ebene, wird der Umriss co wieder ganz im Endlichen liegen, 
weil infolge (1) aus jedem unendlich fernen Punkt ihrer Ebene vier Tangenten an 
co gehen. Die Kurve hat drei Doppeltangenten, von welchen die eine die Spur der 
in P berührenden Ebene ist; sie kann deshalb wie im früheren Fall nicht in zwei 

Kurven vierter oder zwei dritter Klasse zerfallen. Sie kann 
aber ersichtlich auch nicht in ein Oval co und eine Kurve 
vierter Klasse co" zerfallen. Es kann nämlich die letztere jeden
falls nicht selbst zerfallen, weil dann aus einem unendlich 
fernen Punkt mehr denn vier Tangenten an co gehen würden. 
Weil co und co" einander nicht schneiden, muss die eine inner
halb der anderen liegen, denn sonst würden sie vier Tan
genten mit einander gemein haben. Die Symmetrieachse von co 
müsste also jede der beiden ganz im Endlichen liegenden Kurven 
co' und co" in zwei Punkten schneiden. Es

dass die Symmetrieachse nur zwei Punkte mit co gemein haben 
ist also auch in diesem Fall einzügig.

Es macht nun einen Unterschied, 
Bogen RS liegt (siehe Fig. 1); es verhält 
der Bogen BR, wie AR, und der Bogen
ersteren dieser Fälle schneidet die in P berührende Ebene dem 
früheren zufolge (siehe Fig. 2) die Fläche 
an die aus P keine Tangenten gehen ; im 
aus P zwei Tangenten an x (siehe Fig. 3). 
im ersteren Fall die zur Symmetrieachse
tangente keine andere Punkte als die Berührungspunkte mit co 
gemein hat, während im zweiten Fall dieselbe die Kurve co 
noch in zwrei anderen Punkten schneiden wird.

Aus alle dem folgt, dass der Umriss aus einem Augen
punkt auf dem Bogens AR die in Fig. 8 angegebene Form hat,
Fig. 9 angegebene Form haben wird, wenn P auf den Bogen RS liegt.

Projiciert man

während sie die in
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Nehmen wir
Wir haben schon
der Bildebene eine Wendetangente des Umrisses isl, und dass deren Berührungs
punkt die Spur T der in P berührenden Tangente an ist. Es 
kommt nun wesentlich darauf an zu sehen, das co einzügig ist. 
Denken wir uns, dass co äusser den Zweig co', der durch T geht, 
noch einen Zweig co" enthält. Die Klasse von co' muss paar 
sein, weil sonst co in zwei Zweige dritter Klasse zerfallen würde, 
was infolge des Hilfsatzes (8) Seite 10 ausgeschlossen ist. Aus einem 
T nahe liegenden Punkt M von co' gehen deshalb zwei Tan
genten an co' äusser derjenigen, die in M berührt. Durch jeden 
Punkt von co' gehen also auch in derselben Weise zwei Tan
genten an co', weil diese Kurve keine Doppelpunkte und äusser
I keine Wendetangenten hat. Aber infolge des Satzes (1) gehen durch jeden Punkt 
von rø' (in derselben Weise verstanden) nur zwei Tangenten an co = co' -j- co'', 
co kann desshalb äusser co' keinen anderen Zweig enthalten, denn co' müsste, als 

Kurve unpaarer Ordnung (w 1), von jeder 
Tangente an co" geschnitten werden.

Der Umriss ist also einzügig, hat zwei 
Spitzen, zwei Doppeltangenien, eine Wende
tangente und keine Doppelpunkte.

Die Form der Kurve, indem eine auf die Ebene (Aa) senkrechte und zu a 
parallele Ebene als Bildebene gewählt wird, findet sich Fig. 12.

Wir wollen nun zu den Umrissen aus nicht in der Fläche liegenden Augen
punkten P übergehen. Die Zahl der Wendepunkte ist immer null, und die Zahl der 
Doppeltangenten isl in den verschiedenen Fällen leicht ersichtlich. Eine Änderung 
in der Zahl der Spitzen kann jedenfalls nur dann stattfinden, wenn der veränder
lich gedachte Punkt P eine hyperoskulierende Haupttangente oder die Fläche in 

Wir haben noch besonders die Umrisse zu bestimmen, wenn P in einem End
punkt der oben genannten Bögen liegen, also entweder in S in R oder in A.

Nehmen wir erst P in dem Punkt S, wo die Haupt 
tangenten hyperoskulieren. Hier hat die Schnittkurve z der 
Fläche mit der in P berührenden Ebene zwei in P fallende 
Inflexionspunkte. Die im Allgemeinen von P ausgehenden 
Tangenten an z fallen also mit den in P berührenden zu
sammen. Deshalb liegen die zwei Spitzen der Kurve co in 
der auf der Symmetrieachse senkrechten Doppeltangente, 
und dieselbe wird zugleich in den Spitzen berühren. Man 
erhält so die in Fig. 10 angegebene Form des Umrisses.

Liegt P in R, dann hat der Umriss offenbar eine drei
fache Tangente, siehe Fig. 11.

endlich P in einem Punkt A einer der parabolischen Kreise 7rx. 
oben im Satz (6) gesehen, dass die Spur / der Ebene des Kreises in
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einem hyperbolischen Punkt oder möglicherweise auch die Ebene eines parabolischen 
Kreises überschreitet.

alle in endlicher Entfernung von M liegen, 
vier durch P gehende Haupttangenten er- 

wenn P von M aus in das Innere der Fläche

Wir wollen erst P im Inneren der Fläche liegend annehmen. Weil durch 
einen elliptischen Punkt M der Fläche vier Haupttangenten gehen, deren Berührungs
punkte 
bleiben 
halten, 
dringt.

D e r U m r i s s co m u s s a u c h e i n z ü g i g blei
ben. Sie kann nämlich nicht in zwei Kurven vierter, 
zwei dritter oder zwei zweiter Klasse zerfallen, was 
man ganz wie früher sieht. Der oben Seite 13 ge
führte Beweis dafür, dass co auch nicht in eine Kurve 
vierter Klasse co' und eine zweiter Klasse zer
fallen kann, setzte aber voraus, dass co ganz im End- 13
liehen liegt. Davon kann man hier nicht ausgehen
(siehe das folgende), aber man kann ersichtlich machen, dass wenn man das 
genannte Zerlegen annehmen würde, dann müsste co ganz im Endlichen liegen, und 
dann würde wieder der obige Beweis für die Unmöglichkeit des Zerfallens sein 
Recht behalten. Nehmen wir also an, co zerfalle in eine Kurve co" vierter und eine 
co zweiter Klasse. Aus einem einer Spitze naheliegenden Punkt M von co" gehen 
nun wenigstens zwei Tangenten an co", aber infolge Salz (1) gehen aus M nur zwei 
ausserhalb M berührende Tangenten an co = co1 -|- co". Es muss dessbalb co" ganz 
im Innneren von co’ liegen. Eine ausserhalb co’ liegende Gerade l hat deshalb 
keinen Punkt mit co gemein, und diese liegt ganz im Endlichen, wenn / ins Unend
liche projiciert wird. Eine Kurve vierter Klasse mit vier Spitzen, zwei Doppel
langenten und ohne Doppelpunkte muss nun entweder die in Fig. 7 oder die in 
Fig. 13 dargestellté Form haben. Diese geben auch die zwei möglichen Formen 
des Umrisses, denn wir können leicht dafür sorgen, das diese eine Symmetrieachse 
und höchstens zwei unendlich ferne Punkte haben. Es ist aber die Frage, ob 
diese als mögliche erkannte Formen auch wirklich beide als Umrisse auftreten. 
Dies ist eben der Fall. Der projektive Unterschied zwischen der Kurve in Fig. 7 
und in Fig. 13 ist nämlich der, dass im ersteren eine auf die Symmetriachse senk
rechte Verbindungsgerade zweier Spitzen äusser diesen noch zwei Punkte mit der 
Kurve gemein hat, während dies mit der Kurve in Fig. 7 nicht statt findet. 
Betrachten wir nun die früher in Fig. 8 und in Fig. 9 angegebenen Umrissen aus 
einem hyperbolischen Punkt P1 der Fläche, sehen wir, dass man hier zwei Spitzen 
tinden kann, deren Verbindungsgerade den genannten Bedingungen genügt. Weil 
die Berührungspunkte der durch diese Spitzen gehende Haupttangenien in endlicher 
Entfernung von Pr liegen, werden die genannten Bedingungen noch giltig bleiben 
für einen Augenpunkt P, der im Inneren der Fläche liegend noch P¡ hinreichend 
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benachbart ist. Die Übergangskurve in der Ebene des Ovales « zwischen Augen
punkte, welche Umrisse der Form in Fig. 7 und der Form in Fig. 13 geben, ist also 
eine Kurve, die innerhalb « von A über S nach 13 gehl, und ist der Ort der Punkte, 
aus denen vier in einer Ebene liegende Haupttangenten gehen; sie ist schwerlich im 
Allgemeinen genauer zu charakterisieren.1)

Indem wir nun zu den Umrissen w aus jenen Augenpunkte 0 übergehen, welche 
ausserhalb der Fläche liegen, werden wir uns erst klar machen, wann Doppel
punkte in co auftreten und wann nicht. Der Aussenraum der Fläche wird durch 
den doppel umschriebenen Kegel und durch das hyperoskulierende Hyperboloid in 
getrennte Gebiete zerlegt, welche wir mit (a) (/9) (y) (J) (s) bezeichnen wollen. Es 
wird nicht zu Missverständnissen leiten können, wenn wir durch dieselben Bezeich
nungen zugleich die in der Ebene des Ovales a liegenden ebenen Gebiete der genannten 
räumlichen verstehen wollen. Diese ebene Gebiete werden durch Bögen der a 
hyperoskulierenden Hyperbel it und durch Strecken der Doppeltangenten t und f, 
sowie durch Bögen von « begrenzt. Freilich haben wir keine Rücksicht auf eine 
durch die Ebenen der parabolischen Kreise bewirkte Zerlegung genommen; das 
folgende zeigt indessen, dass dies im projektiven Sinne auch nicht nöthig ist. Es 
kommt nun darauf an zu sehen, in welche ebene Gebiete eine das Oval a doppel
berührende Hyperbel tt' eindringen wird.

Die Berührungspunkte P und Q einer solchen Hyperbel mil a liegen nach 
dem früheren (siehe Seite 7) beide auf dem Bogen RSR1 (Fig. 1), und sie gehen 
bzw. von R und Rl aus so, dass sie in S zusammenfallen. Betrachten wir nun 
allein die Verhältnisse in einer der durch a begrenzten Halbebenen, können zwei 
Hyperbel, für welche a die transverse Achse ist, höchstens zwei Punkte mit ein
ander gemein haben. Eine beliebige doppel berührende Hyperbel muss nun die 
Hyperbel n in zwei Punkten schneiden, welche beide auf dem Bogen USU1 liegen, 
wo U und U1 die Schnittpunkte von t und f mit 7r sind. Ebenso müssen von den 
zwei Schnittpunkten von n mit t und t' der eine auf der endlichen Strecke UR, 
der andere auf der endlichen Strecke U1Ri liegen. Es ist dies eine Folge davon, 
dass die oben genannten Gebiete völlig begrenzt sind, und dass eine Kurve 7r' nie
mals in das Innere des Ovales a eindringen kann. Deshalb kann tz' weder tc noch 
(Px) ausserhalb der genannten Bögen oder Strecken schneiden, und kann deshalb 
nicht in die Gebiete (a) und (o) eindringen. Die sich stetig ändernde Kurve tt', 
deren Grenzstellungen (//') und n sind, wird aber die Gebiete (/?), (f) und (e) ganz 
überstreichen.

Ferner bemerken wir, dass eine Änderung der Zahl e der Spitzen jedenfalls 
nur dann eintreten kann, wenn durch den Augenpunkt 0 zusammenfallende Haupt
tangenten gehen. Es geschieht dies, wenn man nur Punkte ausserhalb der Fläche 
in Betracht zieht, jedenfalls nur wenn 0 entweder das hyperoskulierende Hyper-

*) Auch für den gewöhnlichen Kugelring ist es mir nicht gelungen die Gleichung der obengenannten 
Kurve in irgend überschaulicher Form zu bringen; in Fig. 1 ist die Übergangskurve punktiert skizze
mässig angegeben.
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boloid oder die Ebene eines parabolischen Kreises ausserhalb des Kreises über
schreitet; was hier in der genannten Beziehung durch den Übergang bewirkt wird, 
kann man nicht im Voraus wissen. Es kann aber keine Änderung in e geschieben, 
wenn 0 den doppel umschriebenen Kegel in einem „allgemeinen“ Punkt über
schreitet.

Endlich wollen wir noch bemerken:
Jeder Umriss der Fläche aus einem ausserhalb der Fläche (10) 

liegenden Punkt 0 kann ins Endliche projieiert werden.
Eine durch 0 gehende auf die Achse a senkrechte Ebene schneidet entweder 

nicht die Fläche oder schneidet sie in zwei Kreisen (die auch zusammenfallen 
können). Im ersteren Fall wähle man als Bildebene eine auf a senkrechte Ebene, 
und ebenso auch dann, wenn 0 innerhalb beider genannten Kreise liegt (siehe 
Seite 9). Wenn aber 0 ausserhalb beider Kreise liegt, kann man immer eine 
durch 0 gehende die Fläche nicht schneidende Ebene finden, und wähle dann die 
Bildebene parallel derselben. In beiden Fällen gehen nämlich infolge Satz (1) vier 
Tangenten an co aus einem unendlich fernen Punkt ihrer Ebene. Wir setzen im 
Folgenden immer voraus, dass co ganz im Endlichen liegt.

Man erinnere noch, dass die Bildebene immer so gewählt werden kann, dass

Bewegt sich 0 von 
man sogleich, dass die

und dass eine neue 
unschwer als Oval 
man im Unsichern, 
wenn 0 in (J) die 
überschreitet. Wir

das Bild von a eine Symmetriachse wird.
Wir nehmen nun 0 in einem Punkt des Gebietes (3). 

einem elliptischen Punkt der Fläche aus in (3) hinein, sieht i 
vier Spitzen des Umrisses bleiben, 
Kurve in co auftreten muss, die man 
erkennt. Verfährt man aber so, wird 
ob diese Verhältnisse auch bleiben, 
Ebene eines parabolischen Kreises 
werden deshalb den Umriss co aus einen beliebigen Punkt 
0 von (d) ganz direct bestimmen. Es hat co erstens zwei 
Doppeltangenten und keine Doppelpunkte oder Inflexions- 
punkte. Wenn also co einzügig wäre, dann hätte sie auch 
vier Spitzen wie aus der allgemeinen Theorie der Kurven 
vierter Klasse hervorgeht.

Man hat nämlich den folgenden Satz:1)

i) Siehe : Einleitung in die Theorie der ebenen Elementarkurven dritter und vierter Ordnung. 
D. Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, 7. Række, Mat. Nat. Afd. XI, 2. 1914. § 13 S. 51.

Wir hätten auch diesen Satz mit Nutzen früher anwenden können, haben es aber vorgezogen, 
die Umrisse aus einem Punkt der Fläche independent und mit den geringsten Voraussetzungen zu 
charakterisieren.

D. K. D. Vidensk. Selsk. Skr., naturvidensk. og matheni. Afd., 8. Række, I. 4

„Hat eine einzügige Kurve vierter Klasse d Doppelpunkte, t Doppeltangenten 
und e Spitzen, dann ist, wenn d — 0, entweder t = 2, e = 4, oder t = 3, e — 2, 
wenn aber <7 > 0, dann hat man immer

e = 2 (d — /).“ i)

26
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Dann müsste aber co die in Fig. 7 angegebene Form haben, und aus einem 
unendlich fernen Punkt würden nur zwei Tangenten an co gehen. Der Umriss 
muss also zerfallen. Er kann aber nach einer schon mehrmals benutzten Schluss

aber aus jedem Punkt N von co 
keine Doppeltpunkte hat, gehen auch zwei Tangenten an 
berühren. Daraus folgt, dass co” ganz im Inneren von co' liegt, 
dass die zwei Doppeltangenten von co, beide co" angehören müssen, 
hat also vier Spitzen und wird wieder die Form von Fig. 7 haben, 
jetzigen Umrisses ist also vollständig charakterisiert (siehe Fig. 14).

Auch nicht 
die zwei Tangenten mit einander gemein 

Es zerfällt also co in eine Kurve co" 
zweiter Klasse. Aus jedem Punkt M von co gehen infolge Satz 

", die 
co", die ausserhalb Ar 

und daraus weiter, 
Diese Kurve 

Die Form des 
Diese Bestim

mung ist vollständig unabhängig davon, ob 0 auf der einen 
oder auf der anderen Seite der Ebene eines parabolischen 
Kreises liegt.

Denken wir uns jelzt den Augenpunkt 0 im Gebiete (a). 
Liegt O in der Achse a, dann ist der Umriss zwei Kreise. 
Bei allgemeiner Lage in (<z) hat a jedenfalls keine Doppel
punkte, Doppeltangenten oder Wendetangenten. Wäre sie 
einzügig, müsste sie deshalb zweiter Klasse sein, was un
möglich ist, weil aus dem unendlich fernen Punkt ihrer 
Ebene vier Tangenten gehen. Die Kurve muss also aus 
zwei Ovalen zusammengesetzt sein, von welchen offenbar 
das eine ganz im Inneren des anderen liegen muss (Fig. 15). 

noch die Fälle, dass 0 in (/?), (;-) oder (e) liegen kann, zu behan-

weise nicht in zwei Kurven vierter oder zwei dritter Klasse zerfallen, 
in zwei Ovale, weil zwei solche Kurven, 
haben, einander in zwei Punkten schneiden, 
vierter und eine 
(1) zwei ausserhalb M berührende Tangenten, 

Doppeltpunkte hat, gehen auch zwei Tangenten

Wir haben
dein. In diese Gebiete kann man aus einem der schon untersuchten Gebiete («) 
oder (5) eindringen, ohne dabei andere singularitätsändernde Fläche als die doppel 
umschriebene Kegellläche (/) zu überschreiten. Beim Über
schreiten dieser Fläche bleibt die Zahl der Spitzen unver
ändert, und die Änderungen, welche Doppelpunkte und Dop
peltangente betreffen, sind bekannt. In der Übergangsform 
berühren sich zwei Bögen des Umrisses, und sie gehen hier 
vom Sich-schneiden zu Sich-nicht-schneiden (oder umgekehrt) 
über; es folgt dies aus der früheren Betrachtung der auf
tretenden Doppelpunkte.

Obgleich eine independente Bestimmung des Umrisses 
für alle Lagen des Augenpunktes 0 ohne wesentliche Schwie
rigkeiten durchführbar ist, wird dies doch in den noch restie- 
renden Fallen ziemlich weitläuftig, und wir werden uns daher damit begnügen die 
noch nicht untersuchten Umrisse aus den schon gefundenen abzuleiten.
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Denken wir uns erst, dass 0 von («) aus in (ß) dringt, liier wie immer durch 
einen allgemeinen Punkt von (/). Bei diesem Übergang wird e = 0 unverändert, 
aber es treten dem obigen zufolge zwei Doppeltpunkte und zwei Doppeltangenten 
auf. Weil keine Wendetangenten auftreten, wird in dem betrachteten Fall der 
Umriss aus zwei sich in zwei Punkten schneidenden Ovalen zusammengesetzt sein. 
(Fig- 16).

Geht 0 von ($) in (;-) über, dann treten durch Schneiden zweier Bögen des 
Umrisses Doppelpunkte auf, und zwar so, dass zwei Doppeltangenten verschwinden.

Dies giebl unzweifelhaft die in Fig. 17 dargestellte Form des Umrisses aus einem 
Punkt in (f).

Geht endlich 0 von (;-) in (e) über, dann sollen durch Überschreiten einer 
Lage, wo sich zwei Bögen des Umrisses berühren, zwei neue Doppeltangenten auf
treten. Dies muss die in Fig. 18 angegebene Form des Umrisses aus einem Punkt 
in (e) geben.

Bei diesen Betrachtungen ist von den mehr komplizierten Änderungen, welche 
beim Überschreiten des hyperoskulierenden Hyperboloids auftreten, keine Rede 
gewesen; es war dies für uns unnötig. Jetzt sieht man aber nachträglich, dass beim 
Überschreiten einer hyperoskulierenden Haupttangente zwei neue Spitzen und ein 
neuer Doppelpunkt auftreten werden, die sich in einem „Cuspidalpaar“ vertheilen.
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